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Pseudo-aléa des chiffres des nombres premiers

Cathy Swaenepoel
Université Paris Cité

Email : cathy.swaenepoel@imj-prg.fr

Resumé :

Les chiffres des nombres premiers sont-ils « aléatoires » ? Ont-ils des propriétés semblables à
celles des chiffres de tous les entiers naturels ? Ces questions, non seulement intéressantes pour
les nombres premiers mais aussi pour beaucoup d’autres suites, sont à l’origine de nombreux
problèmes et travaux en théorie des nombres.

Dans cet exposé, nous nous concentrerons principalement sur les chiffres des nombres premiers qui
ont suscité beaucoup d’intérêt ces dernières années. Nous explorerons leur pseudo-aléa au travers
de quelques résultats (notamment de Mauduit–Rivat, Maynard, Bourgain et moi-même) donnant
des estimations du nombre de nombres premiers dont les chiffres vérifient certaines propriétés.
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Sur la constante de Cheeger des graphes et surfaces
hyperboliques

Nicolas Curien
Université Paris-Saclay

Email : nicolas.curien@gmail.com

Resumé :

Nous présenterons quelques résultats classiques sur la constant isopérimétrique des graphes d-
réguliers et leur extension récente au cas des surfaces hyperboliques. Bien que les résultats sont
« déterministes » les preuves, elles, sont probabilistes ! Basé sur des travaux en commun avec
Thomas Budzinski et Bram Petri.
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La quantification de la diffusion numérique et les
schémas de transport anti-diffusifs, Sorbonne Univer-
sité.

Nina Aguillon
LJLL, Sorbonne Université

Email : nina.aguillon@sorbonne-universite.fr

Resumé :

Dans cet exposé, j’expliquerai dans un premier temps comment j’ai commencé à travailler sur ce
sujet dont je ne suis pas experte, pourquoi je pense que des personnes formées aux mathématiques
peuvent et doivent y contribuer, et je présenterai quelques questions numériques importantes pour
les simulations océaniques utilisées pour les projections du climat futur. Dans un second temps, je
donnerai plus de détails sur deux sujets sur lesquels je travaille en ce moment : la quantification
de la diffusion numérique et les schémas de transport antidiffusifs.
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Chemins sur les graphes: théorie et applications

P.-L. Giscard
Université du Littoral Côte d’Opale

Email : giscard@univ-littoral.fr

Mots Clés : chemins sur les graphes

Biographie – Thèse Univ. Oxford 2014, postdoctorat Univ. Oxford 2014-2015, Research Fellow
of the Royal Commission for the Exhibition of 1851, 2015-2018, Maître de conférences à l’ULCO
depuis 2018

Resumé :

Nous présentons une application de la théorie des chemins sur les graphes dans la résolution ré-
solution de systèmes d’équations différentielles couplées non-linéaires à coefficients non-constants.
Pour cela, nous décrirons la structure (bi)algébrique satisfaite par l’ensemble des chemins sur les
graphes réalisant une structure premièrement décrite par Livernet [5] mais dont aucun exemple
n’était connu jusqu’à présent. Puis nous montrerons comment quotienter cette structure pour
obtenir une extension de la théorie des nombres satisfaite par les chemins. Armés de ces deux ob-
servations, nous pourrons montrer que tout système d’équations différentielles ordinaires couplées
admet au moins une solution exprimable en fraction continues finies sur les chemins [4, 2]. Ce der-
nier résultat a trouvé de nombreuses applications de la physique quantique [1] à l’astro-physique
[3] en passant par l’analyse des réseaux.
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Biais de Tchebychev exceptionnels

Lucile Devin
Université du Littoral Côte d’Opale

Email : lucile.devin@univ-littoral.fr

Resumé :

Tchebyshev a observé que lorsque l’on énumère les nombres premiers par ordre croissant, on a
souvent l’impression d’en croiser plus qui soient congrus à 3 qu’à 1 modulo 4. Cette observation
est maintenant bien comprise et expliquée, notamment par les travaux de Rubinstein et Sarnak.
On étudie un analogue dans l’anneau des polynômes à coefficients dans un corps fini. Dans ce
cadre, on prouve aussi un biais dans la répartition de type Tchebyshev « dans la plupart des cas ».
Mais on observe aussi, quelques cas exceptionnels où il se passe le contraire de ce qui est attendu.
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Techniques de changement de variables pour
l’optimisation de calcul numérique par réduction
de la taille des types

Mathieu GRIMAL, Pierre-Yves PIRIOU
Dpt. GM, INSA Rouen, Dpt. PRISME, EDF Lab, Chatou, France

Email : mathieu.grimal1@insa-rouen.fr

Mots Clés : WLO (Word-Length Optimization), systèmes embarqués, arithmétique, calcul nu-
mérique, FPGA

Biographie – Après un Baccalauréat Scientifique Sciences de l’ingénieur, j’ai intégré l’INSA
Rouen Normandie. J’ai alors fait deux années de cycle préparatoire intégré puis trois années de
cycle ingénieur dans le département Génie Mathématique. Ce travail a été réalisé dans le cadre
de mon stage de fin d’études à EDF R&D de Chatou.

Resumé :

Afin de réduire la consommation énergétique et matérielle des systèmes numériques (en particulier
embarqués) dans une optique de développement durable, une approche prometteuse est de déve-
lopper des composants matériels de calcul sur-mesure [4]. Les FPGAs (Field Programmable Gate
Arrays) sont de bons candidats pour développer de tels composants. Entre autres avantages, ce
type de système n’impose aucune contrainte sur le format des types numériques, à la différence
des processeurs et co-processeurs programmables dont les instructions élémentaires s’exécutent sur
des mots de taille fixe (classiquement 32 ou 64 bits). Ainsi, les calculs peuvent être implémentés
en utilisant des types et opérateurs numériques taillés au juste nécessaire pour atteindre les requis
fonctionnels (amplitude et précision des variables) [1]. Cette approche est notamment explorée et
outillée dans [2].

Dans ce résumé de travail de Master, nous nous sommes intéressés à une technique, reposant sur
des changements de variables, pour réduire la taille des types numériques d’un calcul. L’intuition
de base qui a guidée cette approche est que les types numériques usuels (entier, nombres à virgule
fixe ou flottante, signés ou non signés) sont inefficaces pour représenter les variables dont les
domaines de définition sont éloignés de 0. Par exemple, si on souhaite représenter une variable
entière définie entre 121 et 128, on va l’encoder sur 8 bits (entier non signé) alors que seulement
8 valeurs sont utiles sur les 256 représentées. La question que l’on se pose est alors de savoir s’il
est intéressant de changer de variable dans le calcul pour en utiliser une qui serait définie entre 0
et 7 et donc représentable avec 3 bits seulement.

Dans le cadre de ce travail, nous nous sommes concentrés en particulier sur l’implémentation
d’une comparaison du résultat d’un calcul arithmétique à un seuil (qui trouvera de nombreuses
applications dans l’industrie notamment) :

f(X1, X2, ..., Xn) ≤ S (1)

Les Xi ∈ R+ sont des entrées dont on connaît les intervalles de définition [Xi, Xi] et qui ont une
certaine résolution pi (ces entrées peuvent par exemple correspondre à des valeurs mesurées par
un capteur) et S ∈ R est un certain seuil à ne pas dépasser.
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Nous nous sommes par ailleurs inspirés de l’arithmétique affine dans laquelle on représente des
nombres par des déviations partielles autour d’une valeur centrale, paramétrées par des symboles
de bruit [3] :

x = x0 +
n∑

i=1
xiεi avec εi = [−1, 1] (2)

où x0 ∈ R est la valeur centrale, les xi ∈ R, ∀i ∈ {1, ..., n} sont les déviations partielles et les εi

sont les symboles de bruits.
Ainsi, en remplaçant les Xi dans l’équation 1 par leur intervalle convertie en arithmétique affine,
on peut reformuler une nouvelle contrainte équivalente à la première (avec un nouveau seuil) mais
portant sur les symboles de bruits εi plutôt que que sur les Xi ce qui nous permet de représenter
des nombres entre −1 et 1 ce qui demandera généralement moins de bits.
La limite de cette représentation est que ce changement de variable va introduire une petite erreur
numérique, que l’on ne pourra maitriser qu’en consommant des bits de précision, ce qui risque de
ne pas améliorer (voire d’empirer) la situation. On va donc chercher à s’inspirer de cette méthode,
mais en se limitant à des changements de variables n’introduisant pas d’erreur numérique.
Une première idée est d’opérer un simple décalage des variables vers 0 :

X = Xi + ε′
i avec ε′

i = [0, Xi − Xi] (3)

Cette méthode fonctionne efficacement lorsque la fonction f est linéaire, c’est à dire qu’elle n’est
composée que d’additions, de soustractions et de multiplications par des constantes. On peut
même calculer le nombre de bits économisés :

n∑
i=1

(⌊
log2

(
Xi

pi

)⌋
−

⌊
log2

(
Xi − Xi

pi

)⌋)
(4)

Dans le cas non-linéaire, l’astuce est de décaler les variables d’une puissance de 2 puis de diviser
toute l’opération par cette puissance de 2, ce qui revient à un simple décalage de bits. Cette
méthode n’est pas détaillée ici par manque de place, mais nous veillerons à en montrer l’intérêt
lors de la présentation.
Nous avons montré comment de simples changements de variables dans les algorithmes de cal-
culs numériques pouvaient permettre d’optimiser le dimensionnement des architectures de calcul
numérique et donc la consommation énergétique et matérielle des systèmes numériques reposant
sur des composants matériels dédiés à leur implémentation (tels que les FPGAs). Bien entendu
ce travail n’est pas encore abouti et ouvre plusieurs perspectives. Pour consolider ces résultats,
il faudrait dans un premier temps chercher dans quelle mesure et de quelle manière la fonction
f peut être généralisée. Par ailleurs, d’autres applications que des fonctions de seuillage telle que
formulées dans l’équation 1 pourraient être analysées. Enfin, on pourra perséverer sur l’applica-
tion plus directe de l’arithmétique affine (comme initialement envisagé) en portant une attention
particulière à la maîtrise des erreurs numériques.
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Resumé :

Le but de cet exposé est d’étudier les schémas numériques d’ordres élevés en domaine borné
d’espace et notamment les aspects de stabilité. On s’intéressera particulièrement aux schémas
différences finies explicites à un pas en temps approchant les solutions de l’équation de transport
en dimension 1.

Les conditions de bord considérées sont du type Lax-Wendroff Inverse (voir article [4]) ou des
conditions hybrides qui mêlent aussi une extrapolation d’un nombre fixe de mailles intérieures.
Ces deux méthodes permettent de fixer la consistance en entrée à un certain ordre, le but étant
d’étudier la stabilité du schéma.

La théorie GKS introduite dans l’article [3] est un outil puissant pour étudier la stabilité des
problèmes en domaine spatial borné. En effet, cet article donne une condition nécessaire et suffi-
sante pour que le problème en domaine semi-borné (borné d’un seul côté) soit stable, notamment
à travers l’étude du déterminant de Kreiss–Lopatinskii et des valeurs propres généralisées. Cette
théorie détermine une condition suffisante pour que le problème en domaine entièrement borné
(borné des deux cotés) puisse être traité en connaissant la stabilité avec chacun des bords. On
donne plusieurs exemples qui illustrent les difficultés en présence de valeurs propres généralisées.

L’étude numérique de stabilité est possible au travers de différentes approches (matrice Quasi-
Toeplitz [1] d’amplification, opérateur sur `2(N),...). L’approche retenue s’appuie sur le calcul
du déterminant de Kreiss-Lopatinskii. Un calcul d’indice complexe, s’appuyant sur ses propriétés
d’holomorphie [2], permet de dénombrer les modes d’instabilités de bord du schéma.
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Biographie –
J’effectue ma thèse au CEA-DAM avec Philippe Hoch et Xavier Blanc (LJLL). J’étudie l’apport
des maillages courbes pour la simulation 2D de phénomènes physiques intervenant dans les expe-
riences de fusion par confinement inertiel. En particulier, mes travaux se concentrent sur l’équation
de transfert radiatif et sa limite de diffusion.

Resumé :
Ce travail porte sur l’étude d’un schéma numérique 2D pour le modèle M1 (1) sur maillage conique.
Ce modèle s’écrit :

∂tE + 1
ε

div F = 0, ∂tF + 1
ε

div P = − σ

ε2 F, (1)

où ε est un coefficient positif, σ > 0 est l’opacité et est supposée constante. La variable spatiale est
x ∈ R2. Les inconnues du système (1) sont l’énergie radiative E(t, x) et le flux radiatif F(t, x) ∈ R2.
Le tenseur de pression P (t, x) ∈ R2×2 dépend de E et F. Ce modèle approxime les premiers
moments de l’équation de transfert radiatif à l’aide d’une relation de fermeture entropique. La
résolution numérique de ce type de modèles est une brique de base pour la simulation de réactions
de fusion par confinement inertiel (FCI). De plus, lorsque le paramètre ε tend vers 0, le flux F
tend vers 0 et l’énergie E tend vers la solution d’une équation de diffusion. Du point de vue
des applications, il est important pour un schéma numérique discrétisant le modèle M1 d’être
consistant avec cette limite. Ce type de schéma est dit préservant l’asymptotique (ou asymptotic
preserving ou AP en anglais). Un tel schéma existe déjà pour des maillages polygonaux [3] et le
travail que nous exposons ici consiste à l’adapter à des maillages coniques. Ce terme désigne un
maillage 2D où les arêtes sont des courbes de Bézier rationnelles quadratiques {xω(q), q ∈ [0, 1]}
avec :

xω(q) = (1 − q)2x0 + 2ωq(1 − q)x1 + q2x2

(1 − q)2 + 2ωq(1 − q) + q2 . (2)

où x0 = xω(0) et x2 = xω(1) sont les sommets de l’arête, x1 est un point de contrôle et ω ≥ 0 est
un poids scalaire (voir Figure 1).
Après avoir détaillé les propriétés de ce type de maillage, nous montrons comment le système (1)
peut être reformulé comme un système de la dynamique des gaz. En suivant les idées développées
dans [3] et [1], nous présentons la construction du schéma sur maillage conique. Nous adaptons
également le travail [4] et détaillons une méthode de reconstruction à l’ordre 2 en espace. De
plus, nous donnons une preuve rigoureuse du caractère AP du schéma et obtenons un critère
CFL garantissant que la solution numérique reste bien dans le domaine des solutions admissibles.
Enfin, nous constatons numériquement que le schéma limite, obtenu en faisant tendre ε vers 0,
est bien consistant avec l’équation de diffusion. Notons également que le critère CFL associé au
schéma limite n’est pas trop restrictif et garantit la positivité de la solution.
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Figure 1 – Courbe de Bézier rationnelle quadratique.
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Resumé :

The recent papers [1, 2] rely on regularisation by noise techniques to introduce a notion of solution
to one-dimensional SDEs and SPDEs when the drift is a distribution. They show that as long as the
drift satisfies some mild regularity assumptions (which allow for some distributions), the solution
exists and is unique. This begs two questions

Can we generalise those results to any dimension ?
Can we approximate these solutions numerically ?

For SDEs, we argue that the answer is yes. We shall see that simple numerical schemes allow us
to approximate the solutions with satisfying rates of convergence.

The question of the rate of convergence for SDEs is well-studied in the literature [3, 7, 8, 10, 13,
16, 17, 18, 19]. Numerical analysis of SDEs driven by a Brownian motion goes back at least to
the works of Kloeden and Platen, Talay and Tubaro ([8, 15, 18] to cite a few), who were among
the first to study a Euler-Maruyama scheme. For SDEs with globally Lipschitz functions, a rate
of convergence is h1/2 was proven if h is the mesh-size of the time discretisation. Other types
of SDEs studied in the literature often include SDEs driven by a fractional Brownian motion
(also called fractional SDEs). With Lipschitz coefficients, Nourdin was among the first authors to
study such equations [14]. A rate of convergence hH for the Euler-Maruyama scheme was proven,
where H is the Hurst parameter of the fBm. The optimality of this rate was studied for example
in [11, 12]. Throughout time, many were interested in studying SDEs with irregular coefficients,
Szölgyenyi [16] takes interest in summarizing the relevant works on this matter for SDEs driven
by a Brownian motion for example. While it is still early to say that we have a full understanding
of SDEs, a piecemeal account is emerging. But It is important to point out that existence and
uniqueness results still don’t match with up the numerical approximation results. Recently, a rate
h( 1

2 +αH)∧1 was obtained and proven to be optimal for fractional SDEs with drifts that are in Cα
for α ∈ [0, 1]. The question however was, to our best knowledge, never asked for coefficients that
may be distributions. Pushing this interest to the extreme, we consider additive SDEs and obtain
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a rate of convergence for distributional drifts. The proof relies essentially on stochastic sewing
techniques, developed by Lê in [9], which help us close the gap mentioned above.

Let d ≥ 1 and consider the following d-dimensional SDE on the time interval [0, 1]

Xt = X0 +
∫ t

0
b(Xs) ds+Bt, (0.1)

where X0 ∈ Rd, b is a distributional drift in some non-homogeneous Besov space Bγp (Rd,Rd) and
B is an Rd-fractional Brownian motion with Hurst parameter H.

Thanks to Theorem 2.8 in [1], when d = 1, under the assumption

1− 1
2H < γ − d

p
< 0, (0.2)

we know that there exists a weak solution X to (0.1) that has the following regularity for all m ≥ 2

[X −B]
C

1
2 +HLm

:= sup
s,t∈[0,1]
s<t

‖Xt −Bt −Xs +Bs‖Lm
|t− s| 12 +H <∞.

First, we check that their result can be extended to any dimension d, then our goal becomes to
approximate this solution. To that end, we consider the following Euler scheme associated to (0.1)
with a time-step h ∈ (0, 1) and a discretisation {kh, k ∈ J0, b 1

hcK}

Xh,n
t = X0 +

∫ t

0
bn(Xh,n

rh
) dr +Bt,

where rh = hb rhc is the leftmost point in the discretisation from r and {bn}n∈N is a sequence that
approximates b. In particular, we want{

supn∈N ‖bn‖Bγp ≤ ‖b‖Bγp <∞
limn→∞ ‖bn − b‖Bγ′p = 0 ∀γ′ < γ.

For such a sequence, we prove the following theorem.

Theorem 0.1. Let B be an F-fBm of Hurst parameter H < 1
2 . Let γ ∈ R, p ∈ [1,∞], b ∈ Bγp and

assume (0.2). Let m ∈ [2,∞]. Let X denote a weak solution to (0.1) such that

sup
s,t∈[0,1]
s<t

‖Xt −Bt −Xs +Bs‖Lm
|t− s| 12 +H <∞.

Let ε ∈ (0, 1
2 ). Then there exists a constant C that depends only on m, p, γ, ε, ‖b‖Bγp such that for

all h ∈ (0, 1) and n ∈ N, the following bound holds :

sup
t∈[0,1]

∥∥∥Xt −Xh,n
t

∥∥∥
Lm
≤ C

(
‖bn − b‖Bγ−1

p
+ ‖bn‖∞h

1
2−ε + ‖bn‖∞‖bn‖C1h1−ε

)
.

Choosing bn = Gb 1
n
(where G is the Gaussian kernel) and n = bh

− 1
1−γ+ d

p c, we prove the following
rate of convergence

sup
t∈[0,1]

∥∥∥Xt −Xh,n
t

∥∥∥
Lp
≤ Ch

1
2(1−γ+ 1

p
) .
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The drift γ − d
p → (1− 1

2H )+ γ − d
p ∈ (1− 1

2H , 0) γ − d
p = 0 γ − d

p > 0
Convergence H − ε 1

2(1−γ+ d
p ) − ε

1
2 − ε

(
1
2 +H(γ − d

p )
)
∧ 1− ε

Table 1 – Summary : Order of convergence of the Euler-Maruyama scheme to the solution of the
SDE (0.1) for γ − d

p > 1− 1
2H .
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- Université Jean Monnet, Institut National de Recherche pour l’Agriculture,
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Biographie – The researcher is a PhD in Mathematics student of Laboratoire Amiénois de Ma-
thématique Fondamentale et Appliqée (LAMFA), UPJV, Amiens under the supervision of Prof.
Youcef Mammeri and co-supervision of Melen Leclerc. She is also affiliated with Caraga State
University, Philippines and a PhilFrance-DOST Scholar. The thesis is under a multidisciplinary
joint work with the INRAE Bretagne Démécologie Team under the "MODIM" project of the Plant
Health and Environmental Division of INRAE. The thesis project aims to model the spatiotem-
poral development of interactions with host-pathogen. Considering pathogens causing increasing
lesions on aerial parts of plants and using multimodal image sequences acquired for several pa-
thosystems, the work involves identifying PDE models that sparingly describe the interactions
observed. For this presentation, the researcher will discuss the initial results of her thesis which
includes the implementation of the level set method in comparing the observed images with the
obtained solutions with respect to the leaf deformation, and the estimators of leaf deformation.

Resumé :

As plant pathogens increase world-wide, there is also a growing concern on studying its within-
host spread. In the study of Leclerc et al. [1], the spatio-temporal dynamics of plant pathogen
interactions were tackled by combining image-based phenotyping with mathematical modeling. In
this study, we utilized the same images of the spread of Peyronellaeapinodes on pea stipules that
were monitored daily with visible imaging.

The level set method has been used widely in the medical field particularly in human health.
Inspired by its application in human health, a new approach in plant health is developed in this
study using the same method. Along with its numerical schemes, the method is used in this
study to model and analyze the spatiotemporal dynamics of host-pathogen interactions when the
pathogen causes growing lesions on host tissues.

Methods of optical flow estimation using the advection equation where the leaf deformation is to
be determined is implemented. We will compare two methods of optical flow estimation, namely,
the Lucas and Kanade method and the Sapiro method to estimate the deformation of pea cultivars
with respect to velocity. Different norms were computed and were illustrated using line graphs,
comparing the changes from day 3 to day 7 of the two pea cultivars. The leaf deformation of
Solara cultivars is found to be more dispersed, with higher velocities observed in majority of the
observations. Moreover, there are relatively many significantly observed extreme values in Solara
than in James. Higher velocities are also observed from Day 6 to Day 7 and Day 4 to Day 5 in
James and Solara, respectively.
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Locomotion flagellaire de micro-organismes (Présen-
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Mots Clés : Mathématiques Appliquées, Equations aux dérivées partielles, contrôle, biophysique,
méthodes numériques, éléments finis

Biographie –
Actuellement en première année de thèse au CMAP (financée par une bourse de l’EDMH), je
me concentre sur l’étude des micro-nageurs, leur modélisation, mais aussi leur contrôlabilité. J’ai
trouvé cette thèse suite à mon Master 2 à l’Université Paris-Saclay (parcours AMS), que j’ai
effectué après une année de stage pré-doctoral à l’étranger sur les méthodes numériques, dans le
cadre de mon parcours à l’ENS Paris-Saclay. Pour plus de détails: https://jesnial.github.io/.

Resumé :
De nombreuses modélisations simples tentent d’expliquer la locomotion de micro-organismes qui
évoluent dans un fluide. En effet, la compréhension de ces systèmes est cruciale pour de nombreux
domaines des sciences, et en particulier en biologie, car des organismes tels que les bactéries, les
spermatozoïdes ou les micro-algues sont à l’origine de la vie.

Cependant, à cause de leur taille réduite, les micro-nageurs se retrouvent dans une configuration
à bas nombre de Reynolds, où l’inertie est négligeable par rapport aux effets visqueux du fluide et
où les écoulements deviennent réversibles. Si ces organismes emploient des stratégies variées pour
parvenir à nager, une grande partie d’entre eux utilisent néanmoins un ou plusieurs flagelles pour
se mouvoir. Nous explorons ici des modèles de nageurs très simplifiés qui pourraient permettre de
mieux comprendre le fonctionnement des flagelles.

Nageur à trois sphères [5] Nageur à un ressort [4] Nageur élastique

Table 1 – Modèles simples de micro nageurs.

Un des premiers modèles simples a été proposé dans [5], où le nageur est composé de trois sphères
reliées par des bras rigides mais extensibles, comme illustré en figure 1. Ce modèle a ensuite été
étendu à un nageur doté d’un ressort dans [4]. Nous proposons ensuite un système obtenu par
passage à la limite d’un nombre infini de ressorts de plus en plus petits [2]. Cependant, nous avons
observé que l’onde qui se propage dans le flagelle s’amortit très rapidement.

Une observation similaire a également été faite par Machin [3], qui démontre que l’oscillation
observée le long d’un flagelle de spermatozoïde n’est possible qu’en présence d’un mécanisme actif
interne au système prédisant le rôle des moteurs moléculaires qui activent le flagelle [1], et n’était
donc pas causée par une impulsion venant de la tête de l’organisme. Nous avons donc par la
suite modélisé puis simulé numériquement ce mécansime interne, afin de comprendre comment
l’oscillation du flagelle du spermatoïde était générée.
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Speckle statistics in stochastic homogenization regime

QUENTIN GOEPFERT, JOSSELIN GARNIER, LAURE GIOVANGIGLI, PIERRE MILLIEN
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Mots Clés : Stochastic homogenization

Biographie – Suite à mon cursus à l’ENSTA Paris, je décide de poursuivre une thèse en mathé-
matiques appliquées. J’essaye d’appliquer les méthodes de l’homogénéisation stochastique à un
modèle qui vise à décrire au mieux la propagation des ondes accoustiques en imagerie ultraso-
nore.

Resumé :

In biological ultrasound imaging, the measured quantity is the backscattered wave generated by
a large number of unresolved subwavelength scatterers. These scatterers can be modeled as inho-
mogeneities in density and compressibility. In the Born approximation, the back-scattered field is
well understood, but the assumption does not hold when the number of scatterers becomes very
large, which is the case in many situations. Stochastic homogenization techniques do not rely on
single diffusion approximation and can be an accurate model to describe the backscattered field.

Here d denotes the dimension, d = 1, 2 or 3.
Let (Ω,F , P) be the probability space and let M ⊂ Rd be the medium in which lie small ran-
domly placed inhomogeneities of size ϵ > 0. We denote by aϵ ∈ C∞(Rd, Rd × Rd) the density
and nϵ ∈ C∞(Rd) the compressibility. We suppose that the outer medium Rd \M is homoge-
neous of parameters (I, 1). The inhomogeneities (ϵSω

i )i∈N∗ have constant parameters denoted
by (aω

Si
)i∈N∗ and (nω

Si
)i∈N∗ and lie in a homogeneous background with properties (am, nm).

For all x ∈ Rd and a.e. ω ∈ Ω, the density and compressibility are therefore modeled by :{
aϵ(x) := am(I + ηa(x/ϵ, ω))χM(x) + (1 − χM(x))I

nϵ(x) := nm(1 + ηn(x/ϵ, ω))χM(x) + (1 − χM(x))1

with

ηa(x, ω) = ∑
i∈N∗

(
a−1

m aω
Si
− I
)

χSω
i
(x)

ηn(x, ω) = ∑
i∈N∗

(
nω

Si

nm
− 1

)
χSω

i
(x)

The medium contains around ϵ−d particles, spaced from each other by a distance of order ϵ, so
that we are in the homogenization regime.

We excite the medium by a time-harmonic plane wave ui. An example is shown on figure 1.

The total field uϵ = ui + us
ϵ is the solution of :
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ϵ

∼ ϵ

Rd \M

M

inhomogeneities randomly

distributed in M

ui
us

ϵ

FIGURE 1 – Setup of the scattering problem


∆us

ϵ + k2us
ϵ = 0 in Rd \M

∇ · (aϵ∇uϵ) + k2nϵuϵ = 0 inM
(us

ϵ + ui) = uϵ on ∂M
∇(us

ϵ + ui) · ν = aϵ∇uϵ · ν on ∂M

(1)

along with the Sommerfeld radiation condition on the scattered wave field us
ϵ.

This problem has already been studied in [1] in the periodic case.

Under the stationary and ergodic assumption, it can be shown [2] that the solution uϵ converges
in almost surely weakly in H1

loc(R
d) towards a homogenized field u0 = ui + us

0 solution of :


∆us

0 + k2us
0 = 0 in Rd \M

∇ · (a⋆∇u0) + k2n⋆u0 = 0 inM
(us

0 + ui) = u0 on ∂M
∇(us

0 + ui) · ν = a⋆∇u0 · ν on ∂M

(2)

complemented with the radiation condition on us
0, for some positive definite and constant tensor

a⋆ and positive constant n⋆.

Though, the field u0 only yields the effective properties of the medium. Therefore, it is not enough
accurate to describe the backscattered field. A thinner analysis allows us to describe the behavior
of the speckle field generated by the large number of inhomogenieties.
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Pour modéliser des systèmes complexes dans lesquels beaucoup d’éléments ou de com-
partiments interagissent, la modélisation mathématique en réseau de graphes propose
une approche systématique dans laquelle les éléments sont représentés par des nœuds
et les interactions par des liens. Les relations entre plusieurs compartiments d’un même
modèle sont décrites par des matrices d’adjacence. Les événements récents nous montre
que cette science est devenu indispensable pour l’étude de la dynamique de propaga-
tion, utilisée pour modéliser la transmission d’un virus qui se propage par contact au
sein d’une population et à partir d’un réseau de graphe. On s’intéresse au développe-
ment de méthodes d’analyse pour caractériser la transition de phase des dynamiques de
propagation sur réseaux, plus particulièrement au modèle susceptible infecté rétablis.
Nous proposons un cadre théorique pour l’étude d’un modèle, conduisant à une des-
cription autonome de l’état statique du système. Ceci nous permet d’obtenir un certain
nombre de résultats analytiques associés au phénomène critique, incluant le calcul du
taux de reproduction de base R0. Ensuite, nous comparons ce résultat au modèle sans ré-
seau de graphe. Ces résultats, nous donnent unemeilleure compréhension sur l’évolution
du virus et la façon dont chaque nœuds se comporte au-delà du seuil épidémique.
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Biographie – The main author is a full-time Statistics and Mathematics faculty at the Mathe-
matics Department of Caraga State University, Philippines. Now on study leave, she is taking
Doctor of Philosophy in Applied Mathematics at the Laboratoire Amiénois de Mathématique
Fondamentale et Appliquée (LAMFA) in the Université de Picardie Jules Verne, Amiens. Her
study focuses on mathematical modeling of the complex forest environment which also accounts
for climate change.

Resumé :

The PRUNUS model was developed to describe the spatial invasion of Prunus Serotina. This
model incorporates various factors influencing the birth, spread, and distribution of the above
invading species. The model includes disturbance, propagule pressure and residence time, long-
distance dispersal, and heterogeneity characteristics of the environment as key processes in the
invasion dynamics [1]. This model, however, only considers the population dynamics of a single
plant species in a forest ecosystem.

Population dynamics in a forest ecosystem is defined by considering various factors that signifi-
cantly affect the movement and interaction of different species under its current conditions. Our
research study proposes a new flexible generic model of plant invasion dynamics. Our model ex-
pands the utility of the PRUNUS model. With the expanded model, the following features and
functions will be incorporated : (a) considers n number of plant species ; (b) accounts interaction/
competition with animal/ pest/ fungus species ; (c) incorporates some other factors such as an-
thropogenic disturbances and other bio-climatic parameters in the population dynamics modeling ;
and (d) more sophisticated and relevant methodologies and approaches for population dynamics
modeling. This will help to understand the trees population dynamics in a forest ecosystem.
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Sur les densités asymptotiques d’ensembles définis
par la fonction somme-des-chiffres

Yohan Hosten
Université de Picardie Jules Verne

Email : yohan.hosten@u-picardie.fr

Resumé :

On s’intéresse à la variation de la somme des chiffres quand on ajoute un entier r fixé. Ce problème
dépend évidemment du système de numération. Dans le cadre de la thèse, on s’est concentré
sur les systèmes de numération en base entière (base b) ainsi que sur un autre système appelé
« représentation de Zeckendorf » (liée à la suite de Fibonacci). On énoncera quelques résultats de
la thèse (existence et propriétés de la loi de proba sous-jacente, propriété de mélange, TCL dans
le cas base entière).
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Biographie – Inass SOUKARIEH, PhD student, specialized in applied Mathematics, statistics,
and stochastic processes. I received my MS degree in Mathematical Modeling and Applications
from the Lebanese University, where I passed my internship at the University of Montpellier,
Institue Montpelliérain Alexander Grothendieck, and LIRMM, in the biostatistics field. Recently,
I am preparing for a Ph.D. degree, with the University of Technologie of Compiègne, on the
U -processes in Markov and dependent setting: Asymptotic and Bootstrap.

Resumé : The following work is designed to establish bootstrap uniform functional central
limit theorems U -processes for Harris recurrent Markov chains over uniformly classes of functions
satisfying some entropy conditions. To simplify our approach, we will employ the well-known rege-
nerative properties of Markov chains avoiding some complicated mixing conditions. Our result is
obtained under minimal condition on the envelope function. We next consider an extension to the
k Markov chain setting and prove the bootstrap consistency. The theoretical uniform central limit
theorems set out below are (or will be) key tools for many further developments in Markovian
data analysis. In the present work, we are interested in the bootstrap for the U -processes based
on Markov chains. Results on the bootstrap for the empirical processes based on Markov chains
are reported in [9] and [4]. Bootstrap of U -statistics in the independent setting are investigated
in [5], [1] and [3], and in dependent setting in [6], [7] and [10]. Most related work of the present
paper is ([2]). In the last reference, the authors provided an approach to the study of U -statistics
in the Markovian setup based on the (pseudo-) regenerative properties of Harris Markov chains.
Exploiting the fact that any sample path X1, . . . , Xn of a general Harris chain X may be divided
into asymptotically independent and identically distributed (i.i.d.) data blocks. This kind of re-
generation in Markov chains has been detailed in the paper of [8]. Similar approach will be used
in our work, without restriction to the case m = 2. In the present paper, we consider the general
framework of the U -processes in the Markov chain setting and their bootstrapped versions. This
investigation is far from being trivial and harder to control the equicontinuity, which form a basi-
cally unsolved open problem in the literature. Our work aims at filling this gap in the literature.
However, as will prove later, the problem requires much more than simply combining ideas from
the existing results. The main difficulties in proving our results are related to the random size
of the resampled blocks. This creates problems with random stopping times (in real and Banach
space setting). In fact, delicate mathematical derivations will be required to cope with U -processes
in our context. This requires the effective application of large sample theory techniques, which
were developed for the empirical processes.
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Resumé :

L’objet d’étude de cet exposé est une métrique aléatoire sur Rd, construite par Kendall [2] à partir
d’un processus de Poisson de routes, i.e. de droites avec une limitation de vitesse. Intuitivement, le
processus fournit un réseau de routes aléatoire sur Rd, sur lequel on peut se déplacer en respectant
les limitations de vitesse : cela munit naturellement l’espace d’une métrique aléatoire, la distance
entre deux points étant donnée par le temps de trajet optimal entre ces deux points. Au cours
de l’exposé, je présenterai les propriétés fractales de cette métrique [1], après avoir précisé sa
construction.

Pour expliquer plus en détail dans ce résumé, notons Ld l’espace des droites affines de Rd, et
appelons route tout élément (`, v) de Ld × R∗

+, le réel positif v correspondant à la limitation
de vitesse sur la droite `. Sur Ld, soit µd l’unique mesure borélienne invariante par rotation et
translation telle que

µd
{
` ∈ Ld : ` rencontre B(0, 1)

}
= 1,

où B(0, 1) désigne la boule euclidienne unité fermée. Fixant un paramètre γ > d, on considère une
mesure aléatoire de Poisson Π d’intensité µd ⊗ v−γdv sur Ld × R∗

+ ; c’est notre processus. Pour
A ⊂ Ld et B ⊂ R∗

+ boréliens, le nombre Π(A×B) compte les routes (`, v) jetées par le processus
dans l’ensemble A×B. En tant qu’objet, c’est une variable aléatoire à valeurs dans J0,∞K, de loi
de Poisson de paramètre µd(A) ·

∫
B
v−γdv.

D’après les propriétés du processus, la donnée des routes jetées par Π est équivalente à celle de la
fonction (aléatoire) limitation de vitesse V : Rd → R+, définie par

V (x) = sup{v ; (`, v) ∈ Π : ` 3 x} pour tout x ∈ Rd,

avec la convention sup ∅ = 0. Maintenant, pour donner un sens à “se déplacer sur le réseau en
respectant les limitations de vitesse”, on introduit les Π-paths : un Π-path est un chemin continu
ξ : [0, T ]→ Rd, pour lequel il existe une fonction intégrable ξ̇ : [0, T ]→ Rd telle que

ξ(t) = ξ(0) +
∫ t

0
ξ̇(s)ds pour tout t ∈ [0, T ],

avec
∣∣ξ̇(t)∣∣ ≤ V (ξ(t)) pour presque tout t ∈ [0, T ]. D’habitude — par exemple en analyse com-

plexe — on considère plutôt des chemins C1 par morceaux, mais dans notre cas on a besoin de
cette définition plus large pour qu’il soit possible de relier chaque paire de points par un chemin.
Notons que cela n’est pas garanti a priori ; d’autant que par construction, la probabilité qu’une
route du processus traverse l’origine est nulle. Pour autant, et c’est un théorème de Kendall [2] :
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presque sûrement, pour tous x, y ∈ Rd, il existe un Π-path ξ : [0, T ] → Rd tel que ξ(0) = x et
ξ(T ) = y. En particulier, cela a du sens de considérer le temps de trajet optimal, donné par

T (x, y) = inf
{
T > 0 : il existe un Π-path ξ : [0, T ]→ Rd tel que ξ(0) = x et ξ(T ) = y

}
pour tout x, y ∈ Rd, et il n’est pas difficile de vérifier que la fonction T : (x, y) 7→ T (x, y) est une
distance sur Rd. Bien entendu, celle-ci dépend du processus à travers la notion de Π-path, ainsi
elle est aléatoire : l’enjeu est d’étudier les propriétés de l’espace métrique aléatoire

(
Rd, T

)
. Celles

dont il est question ici sont les propriétés fractales suivantes.

Théorème. Presque sûrement, l’espace métrique
(
Rd, T

)
est homéomorphe à l’espace euclidien

Rd usuel, et sa dimension de Hausdorff est donnée par

dimH

(
Rd, T

)
= (γ − 1)d

γ − d
> d.

Le mot fractal signifie ici que la dimension de Hausdorff s = (γ − 1)d/(γ − d) est strictement
supérieure à la “dimension topologique” d. Cette propriété est bien connue pour d’autres modèles
de géométrie aléatoire, tels que la sphère brownienne [3].

Sans faire intervenir la notion de dimension de Hausdorff, il est possible de donner un énoncé
plus ou moins équivalent en termes de volume des boules : on montre que presque sûrement, pour
presque tout x ∈ Rd, on a

λ
(
Γ(x, t)

)
= ts+o(1) lorsque t→ 0+,

où λ désigne la mesure de Lebesgue sur Rd, et Γ(x, t) =
{
y ∈ Rd : T (x, y) ≤ t

}
est la T -boule

fermée centrée en x de rayon t.
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Resumé :

La question du prolongement unique pour l’équation des ondes peut se formuler de la façon
suivante. On observe une onde, qui évolue dans un domaine, par un petit endroit du domaine et
pendant un certain temps : l’observation partielle détermine-t-elle l’onde ? Autrement dit, deux
observations identiques impliquent-elles que les deux ondes observées sont identiques ?

Du point de vue mathématique, on considère un domaine borné M ⊂ Rn, on se donne un petit
ouvert ω ⊂ M et un intervalle de temps (0, T ). La question du prolongement unique est la
suivante : (

∂2
t u − ∆u = 0 sur (0, T ) × M, u = 0 dans (0, T ) × ω

)
=⇒ u ≡ 0? (1)

Cette question se pose naturellement dans différents contextes : par exemple en sismologie [8],
lorsqu’il s’agit d’identifier des ondes sismiques à partir d’observations partielles, plus généralement
en problèmes inverses [1], et enfin en théorie du contrôle [6]. Le prolongement unique (1) a été
démontré dans ce contexte par Tataru [9], Robbiano-Zuily [7] et Hörmander [2] sous les conditions
optimales (au vu de la propagation des ondes à vitesse finie) : il suffit que ω soit non vide, et que
le temps T soit suffisamment grand : T > 2L(M, ω), où L(M, ω) = supx∈M(dist(x, ω)) est “la
plus grande distance de ω à un point de M.

Dans [4], Laurent-Léautaud démontrent une version quantitative du prolongement unique (1).
Etant donné ω ⊂ M ouvert non vide, toutes les solutions de l’équation des ondes ∂2

t u − ∆u = 0
sur (0, T ) × M avec conditions de Dirichlet et données (u0, u1) satisfont :

∥(u0, u1)∥H1×L2 ≤ CeκΛ∥u∥L2((0,T )×ω), avec Λ = ∥(u0, u1)∥H1×L2

∥(u0, u1)∥L2×H−1
, (2)

dès lors que T > 2L(M, ω). Dans cette inégalité (non-linéaire), Λ représente la fréquence typique
des données : on voit que cette inégalité (dite de stabilité logarithmique) dégénère exponentielle-
ment en hautes fréquences. Elle est néanmoins optimale dès que certains rayons optiques ne sont
pas captés par ω pendant l’intervalle de temps (0, T ) [5].

Motivés par les applications, on veut pouvoir relaxer la régularité C1 de la métrique gij . En effet,
dans le contexte des ondes sismiques [8] ou des ondes accoustiques se propageant dans la croute
terrestre, la modélisation macroscopiques prévalente propose une métrique (gij(x)) qui est régulière
par morceaux, mais comporte des sauts de discontinuité le long de certaines hypersurfaces. En effet,
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les densités rencontrées sous la surface de la terre sont marquées par diverses discontinuités : par
exemple la discontinuité de Mohorovičić entre la croûte terrestre et le manteau. Des propriétés
de discontinuité de la métrique à travers une hypersurface sont aussi rencontrées en imagerie
médicale. En particulier concernant le cerveau humain, composé de matière grise et de la matière
blanche de conductivités électriques très différentes. Le modèle le plus simple se rapproche alors
de l’équation des ondes ci-dessus mais avec des coefficients discontinus.

Dans le cadre de ma thèse, les résultats quantitatifs de [3] ont été généralisés dans le contexte
singulier. Plus précisément, si M est un domaine borné de Rn (ou une variété riemannienne
compacte) on considère une interface S ⊂ M qui décompose M en deux parties : M\S = M− ∪
M+. On considère alors un coefficient scalaire c = c(x) = 1M−c−(x) + 1M−c+(x) avec c± ∈
C∞(M±). Toutefois le coefficient présente de sauts à travers l’interface S. On montre alors que
l’estimée de stabilité (2) reste encore vraie pour l’opérateur ∂2

t − div(c(x)∇). L’outil clef est une
nouvelle inégalité de Carleman pour l’opérateur des ondes adaptée à la géométrie du problème.
Une fois qu’on a cette estimée on utilise les techniques de [3] pour propager l’unicité de façon
quantitative.
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Resumé :

Cet exposé a pour but de finaliser la classification des problèmes aux limites hyperboliques faible-
ment bien posés dans le demi-espace. Il s’agit d’un travail réalisé en collaboration avec Antoine
Benoit.

On s’intéresse à des systèmes d’équations aux dérivées partielles de type hyperbolique linéaires
avec conditions de bord de la forme

L(∂)u := ∂tu +
d∑

j=1
Aj∂xj u = f dans ΩT ,

Bu|xd=0 = g sur ωT ,

u|t≤0 = 0, sur Rd
+,

(1)

où la variable d’espace est dans un demi-espace et les espaces sont définies comme suit Rd
+ :=

{x = (x′, xd) ∈ Rd, xd > 0}, ΩT :=] − ∞, T ] × Rd
+ et ωT :=] − ∞, T ] × Rd−1.

Le formalisme (1) est assez général pour inclure de nombreux phénomènes physiques de propa-
gation d’onde. En effet, en choisissant bien les coefficients Aj , l’équation des ondes, l’équation de
Maxwell dans le vide ou encore l’équation de l’élastodynamique linéaire isotrope peuvent s’écrire
sous la forme (1).

Kreiss dans [6] donne une condition nécessaire et suffisante pour le problème considéré soit for-
tement bien posé, c’est la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme. Par fortement bien posé, on
entend que la solution du problème existe, est unique et a la même régularité que les termes
sources, on impose de plus une estimation d’énergie dans laquelle on contrôle la solution par les
termes sources dans le même espace :

∥u∥2
L2(ΩT ) + ∥u|xd=0∥2

L2(ωT ) ≤ CT

(
∥f∥2

L2(ΩT ) + ∥g∥2
L2(ωT )

)
.

Cependant, cette condition peut dégénérer dans quatre zones différentes de l’espace des fréquences
que l’on appelle zone elliptique, elliptico-hyperbolique, hyperbolique et glancing et on veut savoir
si le problème est faiblement bien posé c’est à dire qu’il existe une unique solution, mais moins
régulière (dans des espaces de Sobolev) que les termes sources. La solution a donc des pertes de
dérivées à l’intérieur et/ou sur le bord. On s’intéresse en particulier à l’optimalité de ces pertes de
dérivée.
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On peut citer [7] qui montre que la solution a une perte de dérivée sur le bord mais pas à l’intérieur
pour un problème lié à l’élastodynamique et le travail formel de [1] qui établit que la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme peut dégénérer et donc faire que le problème (1) est mal posé
pour l’équation d’Euler dans un milieu compressible. L’optimalité pour les trois premières régions
possibles a été traités dans [3] et [2] en utilisant des développements d’optique géométrique qui
montrent l’optimalité des estimations à savoir une perte d’une dérivée à l’intérieur et au bord pour
la zone hyperbolique, d’une demi-dérivée au bord pour la zone elliptique et d’une demi-dérivée à
l’intérieur et au bord pour la zone elliptico-hyperbolique.
L’idée d’un développement d’optique géométrique est de chercher une solution approchée sous
la forme d’un développement asymptotique de (1) dans le régime des hautes fréquances. On ob-
tient alors l’optimalité des pertes de dérivées en utilisant cette solution approchée pour saturer
l’estimation d’énergie.

Dans notre travail, on s’est donc intéressé à la dégénérescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme dans la dernière zone, à savoir la zone de glancing. Pour déterminer le premier terme du
développement d’optique géométrique, on réutilise les idées utilisées dans [3] et [2] que l’on associe
aux résultats de [8]. En utilisant une transformation de Fourier, on observe que pour déterminer
ce terme, il nous suffit de connaître sa trace en {xd = 0}. Cette trace est ici donné par une
équation comprenant un multiplicateur de Fourier que l’on va devoir inverser contrairement à [3]
et [2] qui aboutissent essentiellement à une équation de transport le long du bord. Cela permet de
déclencher la construction du développement d’optique géométrique et pour déterminer les termes
d’ordre supérieur, on raisonne de façon analogue à ce qu’on a fait pour le premier terme (avec des
expressions un peu plus lourdes).

Notons que contrairement aux autres dégénérescences, on ne dispose pas forcément une estimation
d’énergie a priori générale (et donc à une perte de dérivée minimale) pour une telle dégénérescence.
Cela est dû au fait que la construction du symétriseur de Kreiss (qui est l’outil classique pour
démontrer des estimations d’énergie a priori, voir [6]) est difficile à adapter. Toutefois, notre
résultat s’applique en particulier à l’exemple physique de l’équation des ondes avec conditions de
bord de Neumann permettant ainsi de montrer que les estimations d’énergie de [5] et [4] sont
optimales c’est à dire une perte d’une demi-dérivée à l’intérieur et au bord dans [5] et une perte
d’une dérivée sur le bord sans perte à l’intérieur dans [4].
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Résumé :

Le modèle quantique de Rabi décrit l’interaction la plus simple entre la lumière et la matière. Il
s’agit d’un modèle fondamental de l’electrodynamique quantique d’une cavité ou d’un circuit. Il
est aussi utilisé pour modéliser les interactions entre la lumière et les ions piégés ou les points
quantiques, entre les micro-ondes et les qubits supraconducteurs etc. On réfère à [3] pour une
présentation de travaux de recherche récents en relation avec le modèle quantique de Rabi.

L’hamiltonien de Rabi, qui est l’objet central de mes recherches, est donné par un opérateur auto-
adjoint agissant dans un espace de Hilbert complexe séparable et est composé de trois termes :
un terme qui se réfère à un système quantique à deux niveaux, un terme qui décrit le mode
quantique du champ et un terme qui donne le couplage entre l’atome à deux niveaux et le champ.
Dans le cadre des systèmes de couplage artificiel et résonateur, l’Hamiltonian contient un terme
supplémentaire 1

2 εσx, où ε est un paramètre réel et σx est la matrice de Pauli. Le modèle de
Rabi asymétrique à deux photons est une généralisation du modèle de Rabi quantique dans lequel
l’interaction est médiée par l’échange de deux photons et le biais statique ε n’est pas nécessairement
zéro.

Nous prouvons que le spectre de ce modèle se compose de deux suites de valeurs propres (E+
n )∞

n=0,
(E−

n )∞
n=0 et nous décrivons leur comportement asymptotique quand n tend vers l’infini. Notre

principal outil est la méthode de quasi-similitude des opérateurs, introduite par G. V. Rozenbljum
[2] et développée dans les travaux J. Janas, S. Naboko [1] et E. A. Yanovich (Tur) [4]. Il s’avère que
certaines valeurs de ε présentent une difficulté supplémentaire due au fait que l’on doit considérer
les perturbations de valeurs propres doubles.
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Resumé :

Les méthodes de détection de clusters spatiaux ont été longuement étudiées. Le but est de déve-
lopper des outils capables de détecter l’agrégation de sites qui se comportent différemment.

Les statistiques de scan spatiales permettent de détecter des clusters spatiaux sans information a
priori quant à leur localisation. Elles ont été principalement proposées par [5] et [3] dans le cas de
modèles de Poisson et de Bernoulli. D’autres statistiques de scan ont ensuite été proposées pour
d’autres modèles de distribution ([4], [1]).

Aujourd’hui les données sont de plus en plus mesurées en temps continu ou quasi-continu. Cela a
conduit au développement de méthodes d’analyse de données fonctionnelles ([6]). Dans le domaine
des statistiques de scan spatiales, [2] et [7] ont récemment proposé des méthodes pour données
fonctionnelles univariées. Cependant il arrive que plusieurs variables soient conjointement mesurées
au cours du temps, ces variables pouvant être de plus corrélées. L’application d’une méthode
multivariée sur la moyenne au cours du temps des observations entraînerait une très grande perte
d’information. L’approche non paramétrique proposée par [7] peut être adaptée facilement au
cadre fonctionnel multivarié, cependant l’approche n’a pas été testée dans ce contexte. De plus
aucune méthode paramétrique de statistique de scan spatiale n’existe pour le moment à notre
connaissance dans le cas fonctionnel multivarié.

Nous proposons trois nouvelles statistiques de scan spatiales pour détecter des clusters spatiaux
de données fonctionnelles multivariées indexées dans l’espace. Les nouvelles approches reposent
sur une adaptation de l’analyse multivariée de variance fonctionnelle, un test du T 2 d’Hotelling
pointwise et un test de Wilcoxon-Mann-Whitney pour données multivariées.

Une étude de simulation a montré les bonnes performances de ces méthodes par rapport à une
adaptation au cadre fonctionnel multivarié de la méthode proposée par [7], notamment dans le cas
de clusters présents dans une petite période de temps. Les méthodes sont ensuite utilisées pour
chercher des clusters spatiaux de pollution dans le nord de la France.



Congrès des Jeunes Chercheurs en Mathématiques Appliquées, Septembre 2022

Références

[1] Lionel Cucala, Michaël Genin, Caroline Lanier, and Florent Occelli. A multivariate gaussian
scan statistic forspatial data. Spatial Statistics, 21 :66–74, 2017.

[2] Camille Frévent, Mohamed-Salem Ahmed, Matthieu Marbac, and Michaël Genin. Detecting
spatial clusters in functional data : new scan statistic approaches. Spatial Statistics, 46 :100550,
2021.

[3] Martin Kulldorff. A spatial scan statistic. Communications in Statistics-Theory and methods,
26(6) :1481–1496, 1997.

[4] Martin Kulldorff, Lan Huang, and Kevin Konty. A scan statistic for continuous data based on
the normal probability model. International journal of health geographics, 8(1) :1–9, 2009.

[5] Martin Kulldorff and Neville Nagarwalla. Spatial disease clusters : detection and inference.
Statistics in medicine, 14(8) :799–810, 1995.

[6] JO Ramsay and BW Silverman. Functional Data Analysis. Springer Series in Statistics.
Springer, 2005.

[7] Zaineb Smida, Lionel Cucala, Ali Gannoun, and Ghislain Durif. A wilcoxon-mann-whitney spa-
tial scan statistic for functional data. Computational Statistics & Data Analysis, 167 :107378,
2022.



Inverse Problems for Stochastic
Neutronics

Corentin Houpert

CEA & École polytechnique
corentin.houpert@cea.fr

September 8, 2022

Abstract

Fissile matter detection and characterisation are crucial issues; especially in nuclear safety, safeguards, matter
comptability, reactivity measurements, sub-critical benchmarks interpretations. In this context, we want to
identify a source of fissile matter from neutron measurements.

Thus we observe the detection times of the neutrons emitted by the fissile matter and going through the
detector, then we compute the moments of the empirical distribution of the number of neutrons detected
during a time gate T.

The identification of the source is obtained by the estimation of the following parameters: ke f f the
multiplication factor of the system, S the intensity of the source, x the proportion of compound Poisson
source and εF the fission efficiency.

Given the parameters of the source there are some models that allow us to predict the moments of counted
number of neutrons during a time gate T. During the Manhattan project (1939-1946) R. Feynman established
a point model which relates the excess of count number variance to a nuclear parameter of interest. This
point model states that monokinetic neutrons move in an infinite, isotropic and homogeneous medium. The
method was extended to higher order moments of count number distribution: neutron physicists usually
take into account the three first moments (since the fourth moment is really noisy, neutronicians do not use
higher order moments).

Then, given some observations (i.e. the moments of counted number of neutrons during a time gate T)
we want to get the parameters of the fissile source. In order to achieve this goal, we will use a Bayesian
approach in order the get the a posteriori distribution of the source parameters. The a posteriori distribution
is non-trivial and it can be sampled by Markov Chain Monte-Carlo methods with covariance adaptation
matrix (MCMC with CMA).

Synthetic data can be generated by the neutronic codes MCNP6 or Tripoli-4 in order to test the Bayesian
approach.
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Abstract

Let (X,A, µ) be a probability space, let T be a contraction on Lp(µ) and let f in Lp(µ),
(p > 1). In this paper, we provide suitable conditions over sequences (wk), (uk) and (Ak) in
such a way that the limit of the weighted ergodic average is lim

N→∞
1

AN

∑N−1
k=0 wkT

uk (f) = 0
µ-a.e.. We also give applications which concretely prove the effectiveness of the obtained
theorems. More precisely, we construct sequences (wk) and (uk) that were difficult to deal
with previously, which satisfy the conditions of our theorems.

Keywords: weighted ergodic averages, contractions of Hilbert space, one-sided weighted
ergodic Hilbert transformation
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Resumé :

La reconstruction de défauts dans les guides d’ondes est un enjeux important du contrôle non
destructif des structures. Nos travaux se basent sur des expériences menées à l’Institut Langevin
dans le but de reconstruire des défauts d’épaisseur dans différentes plaques en utilisant des sources
multifréquencielles [1]. Contrairement aux méthodes usuelles de back-scattering qui évitent les fré-
quences de coupures de la plaque, la méthode que nous avons développé les utilise pour reconstruire
avec une très grande précision les variations lentes d’épaisseur.

Dans une plaque élastique de hauteur lentement variable, le champ de déplacement élastique
peut se décomposer en une somme d’ondes, dites de Lamb [4]. Nous avons montré que chaque
coefficient de cette décomposition est solution d’une EDP de dimension 1 très proche de l’équation
de Schrödinger. En utilisant les travaux de physique quantique sur l’effet tunnel, nous avons pu
approcher très précisément le comportement des ondes près des fréquences localement résonnantes
de la plaque [2], comme représenté en Figure 1.
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Figure 1 – Représentation de |u1| à une fréquence localement résonante dans un guide d’onde
élastique de hauteur variable.

En utilisant la forme très particulière de ces ondes, nous avons développé un algorithme permettant
de reconstruire la hauteur d’une plaque en utilisant les mesures des ondes à sa surface pour
différentes fréquences localement résonnantes [3]. Nous présenterons le calcul de l’erreur commise
par notre algorithme, et les différentes reconstructions de la hauteur de la plaque obtenues pour
une implémentation de l’algorithme sur des données générées par éléments finis (voir Figure ??).

Nous comparerons également ces reconstructions avec la littérature existante, et montrerons que
dans le cas de défauts lentement variables, la précision et le temps de calcul sont améliorés. Ce cadre
théorique simule très bien les expériences menées à l’Institut Langevin [1], et devrait permettre
très prochainement des tests sur données réelles.
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Figure 2 – Deux reconstructions de défauts de hauteur. En noir, on représente la forme initiale
du guide et en rouge, la reconstruction légèrement décalée pour améliorer la comparaison.
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Resumé :

Dans cette présentation, nous étudierons des problèmes liés au confinement magnétique d’un
plasma dans le cadre de la réalisation d’un réacteur à fusion nucléaire de type stellarator.

Nous commencerons par présenter le contexte physique et les motivations industrielles sous-
jacentes à l’élaboration de ce type de réacteur. Nous proposerons ensuite une introduction à
un problème inverse relié à l’optimisation de la forme des bobines du stellarator. Nous montrerons
comment ce problème est classiquement relaxé en un problème de détermination de densité de
courant optimale sur une surface toroidal (voir [1]).

Nous étudierons ensuite une première extension de ce problème d’optimisation prenant en prenant
en compte les forces de Laplace [4]. Les motivations de ces travaux proviennent des contraintes
importantes sur les matériaux qu’il est nécessaire de réduire afin de compactifier les dispositifs.
D’un point de vue mathématique, nous verrons que la question d’une bonne définition de ces forces
est non triviale. Nous illustrerons numériquement les résultats théoriques.

Nous présenterons ensuite nos résultats théoriques et numériques sur un problème d’optimisation
de forme relié à cette question de conception optimale de bobines [3]. Si le temps nous le permet,
nous aborderons enfin des questions d’existences de formes optimales pour ce problème et des
généralisations sous une contrainte dite de Reach uniforme [2].
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ENSTA Paris

Email : tuan-anh.vu@polytechnique.edu
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Resumé :

Notre objectif principal est d’analyser la convergence de la méthode de descente de gradient
pour résoudre des problèmes inverses contraints par des équations aux dérivées partielles où le
problème direct correspondant est résolu itérativement. En particulier, nous considérons le cas où
les itérations internes sont incomplètes, c’est-à-dire arrêtées avant d’atteindre la convergence. Des
méthodes de type one-shot, qui itèrent en même temps sur la solution du problème direct et sur
l’inconnue du problème inverse, ont été étudiées dans la littérature d’optimisation, où la convexité
forte est généralement admise pour assurer la convergence. Dans le cadre des problèmes inverses,
ces hypothèses ne sont pas vérifiées en général.

Avant de s’attaquer à un problème inverse non linéaire de type estimation de paramétres dans
des EDPs, nous nous sommes intéressés dans un premier temps à une version linéarisée de ces
problèmes. La version discrétisée du problème direct associé (qui peut être obtenue par exemple
par discrétisation par éléments finis d’une EDP) est de la forme:

u = Bu+Mσ + F,

où u ≡ u(σ) ∈ Rnu est la variable d’état, σ ∈ Rnσ est le paramètre d’intérêt pour le problème
inverse et B ∈ Rnu×nu , M ∈ Rnu×nσ , F ∈ Rnu sont des matrices connues relatives au modèle
physique. Lorsque σ est donné, on suppose que l’on résout le problème direct par itérations de
point fixe

u`+1 = Bu` +Mσ + F, ` = 0, 1, . . . (1)

et que cette suite converge à partir de toute donnée initiale u0, ce qui est équivalent à supposer que
le rayon spectral de B est inférieur à 1 [1]. Nous mesurons Hu(σ) = f , où H ∈ Rnf×nu , et nous
posons le problème inverse qui consiste à trouver σ à partir de f . Garantir l’unicité du problème
inverse revient à supposer que la matrice H(I − B)−1M est injective. De plus, les espaces de
Hilbert Rnu ,Rnσ ,Rnf sont équipés de produits scalaires arbitraires.

Nous résolvons le problème inverse par la méthode de descente de gradient appliquée à une for-
mulation de moindres carrés. Soit σex la solution exacte du problème inverse et f = Hu(σex). Le
problème s’écrit de manière équivalente comme

σex = argminσ∈Rnσ J(σ) avec J(σ) :=
1

2
‖Hu(σ)− f‖2 .
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En utilisant la technique de l’état adjoint, nous introduisons p(σ), solution de

p = B∗p+H∗(Hu− f),

de manière à ce que
∇J(σ) = M∗p(σ),

où B∗, H∗ et M∗ sont les opérateurs adjoints de B,H et M respectivement. L’algorithme de
descente de gradient usuel et l’algorithme de descente de gradient décentré à pas fixe τ > 0
s’écrivent alors

σn+1 = σn − τM∗pn,
un = Bun +Mσn + F,

pn = B∗pn +H∗(Hun − f)

et


σn+1 = σn − τM∗pn,
un+1 = Bun+1 +Mσn + F,

pn+1 = B∗pn+1 +H∗(Hun+1 − f).

(2)

Ces algorithmes convergent lorsque τ est suffisamment petit et dans le cas particulier où ‖B‖ < 1
on peut prendre

τ <
2(1− ‖B‖)2

‖H‖2 ‖M‖2
et τ <

(1− ‖B‖)2

‖H‖2 ‖M‖2
.

Ici les problèmes pour un et pn sont résolus de manière exacte. Lorsque ces problèmes directs
et adjoints sont résolus de manière itérative comme dans (1), il est possible d’envisager d’itérer
en même temps sur l’inconnue du problème inverse et ceci est le principe des méthodes de type
one-shot. Nous nous intéressons à deux variantes principales dites multi-étapes de type one-shot
où à une intération sur σ on associe k itérations sur l’état et l’état adjoint:

σn+1 = σn − τM∗pn,
un+1
0 = un, pn+1

0 = pn,∣∣∣∣∣ un+1
`+1 = Bun+1

` +Mσn+1 + F,

pn+1
`+1 = B∗pn+1

` +H∗(Hun+1
` − f),

un+1 = un+1
k , pn+1 = pn+1

k

et



σn+1 = σn − τM∗pn,
un+1
0 = un, pn+1

0 = pn,∣∣∣∣∣ un+1
`+1 = Bun+1

` +Mσn + F,

pn+1
`+1 = B∗pn+1

` +H∗(Hun+1
` − f),

un+1 = un+1
k , pn+1 = pn+1

k .

(3)
Il est facile de voir que lorsque k →∞ le premier schéma dans (3) donne formellement le schéma
de descente de gradient usuel alors que le deuxième donne une descente de gradient décentrée (2).
Ces schémas convergent pour τ suffisamment petit en étudiant les valeurs propres des matrices
d’itération. Pour le deuxiéme schéma avec k = 1 seulement le spectre réel avait été étudié dans
[2]. Nous étudierons d’abord la convergence de ces schémas et quatifierons la valeur maximale du
pas de descente en fonction de k dans le cas scalaire. On montre en particulier que pour chaque
schéma, la valeur de τ maximale converge lorsque k → ∞ vers la valeur de τ maximale pour
la décente de gradient correspondante (2). Dans le cas général, nous établirons des conditions
nécessaires sur τ pour la convergence des schémas dans (3) et en particulier lorsque ‖B‖ < 1, ces
conditions sont respectivement de la forme:

τ <
ψ(k, ‖B‖)
‖H‖2 ‖M‖2

et τ <
χ(k, ‖B‖)
‖H‖2 ‖M‖2

,

où ψ et χ sont des fonctions explicites. Nous illustrerons enfin ces résultats par des tests numériques
sur un problème inverse faisant intervenir par l’équation de Helmholtz.

Références

[1] Greenbaum A. Iterative Methods for Solving Linear Systems. Frontiers in Applied Mathemat-
ics, 1997.

[2] Griewank A. Projected Hessians for Preconditioning in One-Step One-shot Design Optimiza-
tion. G. Di Pillo and M. Roma, Large-Scale Nonlinear Optimization, pages 151–171, 2006.



Congrès des Jeunes Chercheurs en Mathématiques Appliquées, Septembre 2022

Algèbres de Hopf dendriformes et tridendriformes

Pierre Catoire,
LMPA ,Université du Littoral Côte d’Opale,

Email : pierre.catoire@univ-littoral.fr

Mots Clés : Algèbre de Hopfs, dendriforme, tridendriforme, arbre

Biographie – J’ai fait une licence mathématique et un master 1 recherche à l’ULCO. Puis, j’ai
fait deux masters à l’université de Lille. Le premier préparant à l’agrégation que j’ai obtenu en
2020 et le second orienté recherche. Je fait actuellement une thèse intitulée "Algèbres de Hopf
combinatoires et applications aux probabilités libres" à l’ULCO au sein du LMPA.

Resumé :

Dans le poster, je vais introduire les fondamentaux de la théorie des algèbres de Hopf et deux
exemples d’algèbres de Hopf appelées dendriformes et tridendriformes. Cette théorie possède des
applications en physique quantique grâce à certaines personnes notamment D.Kreimer. Une algèbre
de Hopf est une algèbre muni d’un coproduit vérifiant les propriétés de coassociativité, de counité et
quelques compatibilités supplémentaires : le coproduit est un morphisme d’algèbre et un antipode
existe. Nous nous limiterons exclusivement aux cas gradués que je détaillerai dans le poster. Il faut
penser le coproduit ∆ comme une opération qui brise les éléments en deux morceaux. Puis, avec ces
morceaux nous sommes capables de reconstituer l’élément de départ. Enfin, les cas dendriformes et
tridendriformes sont des algèbres de Hopf vérifiant que le produit peut être écrit comme la somme
de deux ou trois sous-produits satisfaisant compatibilités entre eux et avec ∆. Nous interprèterons
ces algèbres en terme d’arbres et de forêts avec des descriptions combinatoires des produits et
coproduit. Tout ce travail, utilise une partie des travaux de [5],[4],[2],[3] et [1].
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Biographie – Ayant effectué mon Master Mathématiques et obtenu l’agrégation à Calais, j’ai
souhaité découvrir le monde de la recherche en y effectuant une thèse en théorie analytique des
nombres, plus précisément sur le théorème des nombres premiers et son approche par les méthodes
d’analyse réelle. Ma thèse est financée par l’ANR ArithRand.

Resumé :

Le théorème des nombres premiers (TNP), qui évalue la proportion de nombres premiers plus
petits qu’une borne donnée est un résultat fondateur de la théorie analytique des nombres. La
démonstration en 1896 produite indépendamment par Hadamard et La Vallée Poussin repose
notamment sur l’idée de Riemann de relier l’étude des nombres premiers à l’étude de la fonction
zêta prolongée au plan complexe. La qualité du terme d’erreur dans le TNP est dans ce cadre
directement dépendante de la connaissance d’une région sans zéros de la fonction zêta. La meilleure
région sans zéros connue à ce jour est due à Vinogradov et Korobov ; elle date de 1958. En 1949,
Erdős [2] et Selberg [5] ont obtenu une preuve dite "élémentaire" du TNP, i.e reposant uniquement
sur les techniques de l’analyse réelle. Leurs idées ont par la suite été approfondies et ont permis
d’obtenir des estimations du terme d’erreur, qui restent à ce jour moins précises que celles obtenues
par les voies de l’analyse complexe. Néanmoins en 1999, Wen Chao Lu [3] a poussé ces techniques
jusqu’à obtenir un terme d’erreur très proche de ce qu’obtenait la Vallée Poussin.

Ma thèse a pour objet l’estimation du terme d’erreur dans le théorème des nombres premiers à
l’aide des méthodes d’analyse réelle, elle vise à améliorer le résultat final de Wen Chao Lu et à
déterminer les limites de sa méthode.

Dans ce poster, je présente le développement historique de la démonstration du théorème des
nombres premiers, puis j’expose les éléments clés de la démonstration par l’analyse complexe, puis
par l’analyse réelle.
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Biographie – Après avoir obtenu mon diplôme d’ingénieure en Mathématiques Appliquées à l’ENSTA
Paris en parallèle d’un master en Mathématiques pour les Sciences du Vivant à l’école Polytechnique, j’ai
entamé une thèse CIFRE au sein de l’EDMH en collaboration avec Greenworking, un cabinet de conseil
spécialisé dans l’innovation managériale. J’essaye d’appliquer des techniques d’analyse de textes en vue
d’automatiser l’étude des nuages de mots collectés par Greenworking aupès de salariés de nombreuses
entreprises. Ce travail s’inscrit dans une démarche d’amélioration de la qualité de vie au travail et de
bien être des collaborateurs.

Resumé :

La collecte et l’analyse de données quantitatives et qualitatives constituent un enjeu majeur de notre
société, notamment dans le monde de l’entreprise où écoute et bien-être du salarié riment avec produc-
tivité. De nombreux outils de sondages et enquêtes se sont développés et sont aujourd’hui utilisés par la
majorité des grands groupes et filiales. Parmi ces outils, nous pouvons citer GPulse® [1], mis en place
par l’équipe de developpers de Greenworking dont fait partie Mathieu Bruyen, mon co-encadrant au sein
de l’entreprise.
Les enquêtes proposées par GPulse® se présentent sous la forme d’un questionnaire développé par des
psychologues mixant questions fermées (appelant à des réponses de type oui/non, ou quantification d’un
facteur sur une échelle numérique par exemple) et ouvertes (appelant à une argumentation sous forme de
nuages de mots ou verbatims). L’analyse automatique des réponses aux questions fermées est relativement
simple car il s’agit de résultats quantitatifs et objectifs. L’inteprétation algorithmique des verbatims est
quant à elle bien plus compliquée à mettre en place. De nombreuses souces d’ambiguïté sont susceptibles
d’induire des erreurs d’analyse. Citons à titre d’exemple les fautes d’orthographe, les nuancements dans
les réponses, l’ironie voire les contresens. Jusqu’à aujourd’hui, ces nuages de mots étaient interprétés
par des consultants de Greenworking. Ce travail fastidieux et chronophage (des dizaines de milliers de
verbatims à analyser chaque année) génère inévitablement des erreurs. Cependant, abandonner totale-
ment l’analyse des nuages de mots n’est pas une solution envisageable, car ils apportent de précieuses
informations qui complètent celles recueillies grâce aux questions fermées.
Afin d’analyser ces textes, nous avons décidé de nous concentrer sur les algorithmes de KDD (Knowledge
Discovery Databases) qui permettent d’extraire des informations utiles à partir de grandes bases de don-
nées textuelles [4]. L’étape la plus importante de ce processus est celle du Data Mining, qui consiste en
l’extraction concrète d’informations, l’identification de patterns, etc.



Actuellement, nous travaillons sur les étapes de pré-traitement des données. Premièrement, il est né-
cessaire de nettoyer les textes pour se débarasser des bruits parasites pouvant perturber l’algorithme
de Data Mining. Pour cela, il faut supprimer les accents, les signes de ponctuation, les mots à faible
valeur sémantique (ou stopwords), etc. Ensuite, nous regroupons les mots ayant la même racine (parfait,
parfaite, parfaitement → parfait) grâce à un algorithme de stemming. Enfin, à partir de ces données
préalablement nettoyées, nous créons des clusters sémantiques. Pour cela, nous nous inspirons de l’algo-
rithme de clustering TBSeC présenté dans l’article [3], et plus précisément de la fonction de similarité
sémantique entre le texte s et le cluster c qui nous y est présentée :

fscs(s, c) =
1

∥s∥
∑
w∈s

(sem(w, c).t(w))(k1 + 1)

(sem(w, c).t(w)) + k1
(1)

où

sem(w, c) =


fsem(w, c) si fsem(w, c) ≥ semth

and semsq = False
fsem(w, c)2 si fsem(w, c) ≥ semth

and semsq = True
0 sinon.

L’algorithme possède de nombreux paramètres d’entrée (k : nombre de termes à incorporer aux clusters,
t : seuil d’acceptation normalisé, ainsi que tous ceux qui figurent dans la fonction fscs). Nous avons
pour objectif de construire un modèle d’optimisation afin de trouver les combinaisons de valeurs des
paramètres qui renvoient les meilleurs résultats aux tests de précision.
En parallèle, nous travaillons sur la forme des questions afin de garantir la qualité des données récoltées.
Des questions exclusivement fermées induisent une baisse de l’engagement de la part des répondants,
favorisant le phénomène de careless responding [2]. En effet, ce type de questionnaire n’appelle pas à une
réflexion profonde et les salariés ont tendance à y répondre rapidement. D’un autre côté, des questions
ouvertes trop larges peuvent entraîner un fort taux d’abstention, les répondants ne trouvant pas de temps
à y consacrer. Nous avons donc décidé d’employer des questions "semi-ouvertes". Ces questions peuvent
prendre plusieurs formes :

— Liste d’adjectifs : Citez deux à cinq adjectifs qualifiant votre état d’esprit général lorsque vous
arrivez sur votre lieu de travail

— Textes à trous
— Réponses succintes sur un point en particulier (sous forme de tweets, hashtags)

Nous comptons rapidement tester ce nouveau type de question auprès d’un grand client de Greenworking.
Nous espérons observer une hausse de l’engagement par rapport aux enquêtes des années précédentes,
ainsi que l’ajout spontané de nouveaux facteurs de la part des répondants.
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Biographie – Après avoir obtenu l’agrégation à l’université de Strasbourg où j’ai fait mes études
supérieures, j’ai suivi un Master 2 recherche à l’université de Rennes avant de me tourner vers une
thèse en théorie analytique des nombres à Calais. Ma thèse s’intitule “Fonction de Hooley le long
des entiers friables”.

Resumé :

For over four decades, the theory of friable integers (i.e integers without large prime factors) has
been playing a key role in analytic number theory, with, in particular, applications to Riemann
hypothesis, Waring’s problem, circle’s method, cryptology, algorithmic, summation theory, etc.
Furthermore, the Hooley Delta function, introduced by Erdős in 1974 with one of his famous
conjectures and which measures the concentration of divisors of an integer, is also a key-concept,
useful in Waring type problems, diophantine approximation, distribution of prime factors in po-
lynomial sequences, etc. Whereas satisfactory estimates on the structure of friable integers have
been achieved throughout the years, the Delta function remains quite mysterious : neither its
normal order, nor its average order are known with the accuracy that is expected in the light of
the standard results of the theory of arithmetic functions. This function has been raising curiosity
among the international arithmetic community. Some recents works put emphasis on the specific
features of the multiplicative structure of friable integers, and it seems that we now have at dis-
posal all technical and conceptual tools to describe the behaviour of the Delta Hooley function
along the set of friable integers. The project consists in implementing these tools to provide as
much information as possible on the normal and average friable order of the Delta function.
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– José Galaz, Coupling nearshore wave models using Schwarz schemes
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– Hamine Hamadi, A data-driven Krylov model order reduction for large-scale dynamical systems
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Coupling nearshore wave models using Schwarz
schemes

J. Galaz, M. Kazolea, A. Rousseau
INRIA, teams LEMON and CARDAMOM, INRIA Cardamom, INRIA Lemon

Email : jose.galaz@inria.fr

Mots Clés : model coupling, shallow water, domain decomposition, absorbing operators

Biographie – José has worked in the intersection between applied mathematics, hydraulic engi-
neering, software engineering and also science outreach. He has developed the Browni open-source
simulation library ( github.com/jgalazm/browni) currently used in the interactive tsunami simu-
lator TsunamiLab (tsunamilab.cl) that is deployed in the Terra-Numerica (terra-numerica.org)
science museum. As a PhD student he is working from Montpelier for INRIA in the LEMON
and CARDAMOM teams, and he is also associated to the IMAG laboratory of the University of
Montpellier. This PhD is funded by the SURF Inria Challenge.

Resumé :

When water waves propagate towards the coast, they increase in amplitude and decrease in length
in a process called shoaling, until they become unstable and break. This process restarts until
the water floods previously dry areas : the run-up. A natural starting point for the mathematical
modeling of these phenomena are the Euler equations for an incompressible non-viscous fluid and
irrotational flow with free-surface. However, the solution of these equations is very complex and
expensive for real applications, due to the three-dimensionality of the problem and the fact that
the region occupied by the fluid also varies in time [3].

An approach that has been very effective consists in using vertically averaged equations that allow
getting rid of the vertical dimension of the problem. These models are asymptotic approximations
of the free-surface Euler equations, and their accuracy is controlled by the length L and amplitude
asurf of the waves as well as the size of the variation in bathymetry abat with respect to a
characteristic water depth H through the parameters µ = L/H, ε = asurf /H, and β = abat/H
parameters (see Fig. 1).

In general, shorter wavelengths, larger amplitudes, or larger variations in bathymetry carry higher
computational cost and mathematical complexity. However, for real applications, ignoring these
features can lead to important prediction errors. This leads to use more expensive models in
geographical areas where physical knowledge tells us that it is not necessary. Is it possible to
design a more efficient model ? One solution consists of spatially distributing each asymptotic
model according to the complexity of the problem and designing good interfaces where they can
exchange information : in this work this is what we mean by model coupling.

But, supposing that we have coupled two asymptotic models, how will we know if the coupling
was successful ? From a mathematical point of view, we could observe the ratio between precision
and efficiency of the coupled model versus using the most complex model in the entire domain.
However, this approach is only valid far from the run-up and only up to the moment when the waves
break : the mathematical justification of the equations up to now has only been proved assuming
that there exists hmin such that h > hmin > 0 ; and up to an O(1/ε) or O(1/β) timescale [3]. This
limitation rules out this approach for the study of wave breaking and run-up.

Another more practical approach that avoids this problem is to compare accuracy against physical
measurements, during wave breaking and run-up. This has already been explored for example in the
coupling of the nonlinear shallow water equations with the Nwogu and Green-Naghdi equations,
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Figure 1 – Depiction of problem variables and scales (left) and Schwarz algorithms (right)

the so-called hybrid model [2]. However, without the addition of dissipative terms of physical or
numerical origin, this approach has been shown to be unstable when refining the numerical mesh.

Now, how can we exchange the information between the models ? One method that is simple and
can be effective is the Schwarz method (Fig. 1, right). This method seeks to solve each equation
independently and iteratively, using the solution of the adjacent model in the previous iteration as
information in the interface, transformed by some operator to be designed. An important property
is that if the interface processes this information using an absorbing operator (the same one used
to let waves out of the domain without being reflected) then the iterative process can be stopped
at an optimal number of iterations, though, often these absorbing operators are very costly and
complex [1].

In this work we discuss different types of operators (absorbing, asymptotic, and Dirichlet / Neu-
mann) that can be used in a Schwarz scheme to couple two linear asymptotic models that assume
that the amplitude of the waves is very small. We examine their precision assuming h > hmin ,
discuss their properties and propose perspectives for the case when h → 0 in parts of the domain.
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Mots Clés : Free boundary problems, Comparison principle, Viscosity solutions, Long-time
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Biographie – En première année de thèse après une formation d’ingénieur orientée vers la
recherche à CentraleSupelec, je m’intéresse à la résolution théorique et numérique de problèmes
paraboliques dégénérés. J’ai eu l’occasion de travailler sur ces sujets dès ma première année en école
d’ingénieur puis d’obtenir le financement d’une thèse académique sous la direction du Pr. Pauline
Lafitte. Ma thèse est associée à une mission d’enseignement dans le cursus de CentraleSupelec,
dans les cours d’Analyse, de Probabilités et d’EDP.

Resumé :

Free boundary problems, such as the Stefan problem, constitute a class of non-linear problems
modelling the interaction between two heterogeneous phases. Typically the Stefan problem models
the melting and the freezing of water without convection. Free boundary problems are known to ge-
nerate challenging geometrical evolutions : topological changes, formation of singularities in finite
time, etc. A way to tackle these problems is via viscosity solutions. First developed by Oskar Per-
ron in 1923 [5], they became very popular in the 1990 for solving non-linear PDEs and degenerate
problems [3]. These include successful treatments of the mean curvature flow, the Stefan problem
[1], and more generally of Hamilton-Jacobi equations. The viscosity solution theory relies on so-
called comparison principles, which aim to extend an inequality between sub and supersolutions
from the boundary to the whole domain. They are the generalisations of well-known maximum
principles for elliptic and parabolic equations, and are the foundation to the well-posedness in the
viscosity sense.

In this talk, we will present a strict comparison principle for viscosity solutions to the Stefan
problem, which refines an already existing result by Kim and Pozar [4]. We show that the spatial
distance between the free boundaries of two solutions, starting respectively at strictly separated
data, must be bounded from below by some δ > 0 for all times. This result took inspiration from
the paper of Cardaliaguet in 2001 [2] which shows a similar strict comparison for a Hele-Shaw
problem.

To make this statement precise, let us denote by u the temperature of the media. The liquid part
of the material is T (u) := {u > 0} ⊂ R+ × Rd and its free boundary is the melting/freezing
interface Γ(u) = ∂sT (u) :=

⋃
t≥0{t} × ∂[T (u)(t)]. The two-phase Stefan problem reads for u,


∂tu−∆u = 0 in T (u) ∪ [(R+ × Rd) \ T (u)]

∂tu
|∇xu| = |∇xu+| − |∇xu−| on Γ(u)
u(0, .) = u0 on Rd

(1)

Suppose that two compactly supported initial temperatures u0
1, u

0
2 ∈ Cc(Rd) are strictly separated

i.e. there exists δ > 0 such that τηu0
1 ≤ u0

2 for any η ∈ Bδ(0), where τηu0
1 := u0

1(.− η) is the space
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Figure 1 – Illustration of the asymptotic separation of the two free boundaries.

translate by η of u0
1. Under such assumptions, it is already known that T1 := T (u1) ⊂ T2 := T (u2),

but we more precisely show that for any t ∈ R+,

d(t) := d(T1(t), ∂sT2(t)) ≥ δ (2)
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Résumé : Problème de moments pour les mesures

discrètes

Ayoub Harrat

May 2022

On considère une approche qui permet de passer du problème de moments
tronqué au problème complet à l’aide des idempotents. Il s’agit de une approche
très différente de celle utilisée dans la première partie. Plus précisément, au lieu
d’appliquer les méthodes de R. Curto et L. Fialkow où l’objet central est la
matrice de moments, on utilise l’approche de F. Vasilescu dont l’objet central
est la fonctionnelle de Riesz. Cette fonctionnelle fait associer à chaque monôme
tα la valeur γα et elle satisfait trois conditions naturelles dans le cas où la suite
(γα)α∈Nd est donnée par les intégrales de tα par rapport à une mesure.

Cependant ces trois conditions ne sont pas suffisantes pour assurer l’existence
de la mesure en question dans le cas général. Pour aller plus loin on utilise des
techniques d’analyse sur les espaces d’Hilbert (la méthode de Gelfand-Naimark-
Segal) et on construit un espace à shift borné qui va s’avérer être exactement
l’espace L2 associé à la mesure représentante. Ensuite, une étude plus profonde
de la représentation intégrale de la fonctionnelle de Riesz est faite en exploitant
une certaine notion de la multiplicativité. Cette notion est essentielle pour
traiter des mesures discrètes dans ce contexte ; Le rôle fondamental est joué
par des idempotents et des éléments dits Λ-multiplicatifs. L’importance des
éléments Λ-multiplicatifs résulte du fait qu’ils sont orthogonaux dans le cas de
l’espace à shift borné. Cette propriété est en relation étroite avec le problème de
la caractérisation des éléments Λ-multiplicatifs qui s’identifient à des fonctions
caractéristiques de l’ensemble réduit un seul point.
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La méthode LSQR pour résoudre un problème des
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Biographie – Je m’appelle Khouia Asmaa doctorante en 3 ème année, ma thèse est en cotutelle
entre l’université du Littoral Côte d’Opale et l’université Cadi Ayyad au Maroc. Mon sujet
de thèse porte sur l’utilisation de l’algèbre multilinéaire tensorielle numérique dans le domaine
de la restauration et reconnaissance d’image et tout particulièrement lorsque les données sont
incomplètes ou bien affectées par un flou et un bruit. Le financement de ma thèse est assuré par
les deux universités : université du Littoral Côte d’Opale et université Cadi Ayyad.

Resumé : Un tenseur est un tableau multidimensionnel [4, 1]. C’est l’extension d’ordre
élevé des vecteurs et des matrices. Au cours des dernières années, l’algèbre multidimension-
nelle a fait l’objet d’une attention particulière par des nombreux chercheurs qui ont commencé
à représenter les données sous la forme tensorielle. Dans ce travail, nous nous intéressons à
la recherche d’une solution approximative X̂ du problème de minimisation des moindres car-
rés min

X

∥∥X ×1 A(1) ×2 A(2) ×3 · · · ×N A(N) − G
∥∥ où G ∈ RJ1×J2×···×JN et A(i) ∈ RJi×Ii (i =

1, . . . , N) sont connus, et X ∈ RI1×I2×···×IN est le tenseur inconnu à approximer. Notre approche
est basée sur deux étapes. Premièrement, nous appliquons la décomposition CP [3] ou HOSVD [4]
au tenseur G. Deuxièmement, nous effectuons la bidiagonalisation bien connue de Golub-Kahan [5]
à chaque matrice de coefficient A(i)(i = 1, . . . , N) pour obtenir un problème de minimisation des
moindres carrés réduit. Ce type d’équations peut apparaître dans le problème de restauration des
images couleur et des vidéos [2]. Quelques tests numériques sont réalisés pour montrer l’efficacité
de notre méthode proposée.
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Resumé :

Some of the challenges encountered in learning dynamical systems, is the non-linearity of dynamics
or in some cases, the lack of the governing physics or system’s equations of motions. However,
some numerically or experimentally measured data can be found. Based on this data, and using a
data-driven method such as the Loewner framework, it is possible to manage this data to derive
a high fidelity reduced dynamical system that mimics the behaviour of the original data. In this
paper, we tackle the issue of large amount of data presented by samples of transfer functions
in a frequency-domain. The main step in this framework consists on computing singular value
decomposition (SVD) of the Loewner matrix which provides accurate reduced systems. However,
the large amount of data prevents this decomposition from being computed properly. We exploit
the fact that the Loewner and shifted Loewner matrices, the key tools of Loewner framework,
satisfy certain large scale Sylvester matrix equations. Using an extended block Krylov subspace
method, a good approximation in a factored form of the Loewner and shifted Loewner matrices
can be obtained, also, a minimal computation cost of the SVD is ensured. This method facilitates
the process of a large amount of data and guarantee a good quality of the inferred model at the
end of the process. Accuracy and efficiency of our method are assessed in the final section.
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